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1. EINLEITUNG

Ein klassischer Satz von Bernstein besagt (vgl. Zygmund [13], p. 135), daB
die der 2w-periodischen Funktion f zugeordnete Fourierreihe absolut
konvergiert, falls fiirein o > 4

sup sup | f(§ +7) — f(€)] = O(8%).

Ir1<8 £cEx

- Titchmarsh ([11], p. 115) untersucht das Problem, unter welchen Bedingungen
das Fourierintegral f~ von f (hinsichtlich Reihen vgl. Szdsz [9]) zur g-ten
Potenz absolut integrierbar ist: Sei f'e L?(—w, ®), 1 <p <2und

[* 1f€+n-f@Pd=06r) ©O<a<;

dann gehort 7 zu L9(—oo, o) fiir p/(p — 1 + ap) < g < p/(p — 1).

Wir wollen im folgenden Abschnitt! die Resultate von Bernstein und
Titchmarsh auf 7z Dimensionen, #>2, iibertragen und geben eine elementare
und kurze Beweismethode an, die sowohl den Fall der Fourierreihen als auch
den der Fourierintegrale umfaBBt. Der Beweis beruht im wesentlichen auf der
Idee, daB man aus der Lipschitzbedingung an f auf eine Darstellung fiir die
Fouriertransformierte f schlieBen kann (vgl. [12]).

Zunichst werden nun einige Schreibweisen angegeben. Mit x = (x,...,x,),
¥=1s++sVn)s ... bezeichnen wir die Elemente des n-dimensionalen euklidi-
schen Raumes E,. Das Skalarprodukt von x, y € E, ist definiert durch x*y =
>r_x,¥, und | x|, der absolute Betrag von x, durch | x|? = x- x. Die griechischen
Buchstaben «,8,... seien immer skalare GroBen. N sei die Menge {0,1,2,...},
Z,die Menge aller ganzzahligen Gitterpunkte des E, und T, der n-dimensionale
Torus {x; —w<x,<m, veN, |l <v<n}. Im folgenden sei D entweder E,

! Die Ergebnisse dieser Arbeit waren Bestandteile des Vortrages: ““Charakterisierung von
Beziechungen zwischen Fouriertransformierten im E,”’, der vom Autor auf dem 7. Oster-
reichischen Mathematikerkongre am 17. September 1968 in Linz gehalten wurde.
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oder T,. Dann bezeichnen wir die Menge der auf D zur p-ten Potenz absolut
integrierbaren Funktionen mit

(D) = fif ooy = ([, f@IPdx) " < ) ©<p<<0).
Ist p = 0, so setzen wir

L(D) = {f;|fllLomy = ess sup |f(0)] < »};

insbesondere bendtigen wir noch die Menge C(T,) der auf 7, stetigen,
periodischen Funktionen, normiert durch |l fllecr, = SUPxer, | F(%)]-

Im folgenden bedeutet p’ (bzw. ¢') stets den zu p (bzw. g) konjugierten
Exponenten: 1/p + 1/p’ =1. Die v-te Differenz von f mit Verschiebung %
definieren wir durch

4= 5 o)1 6-h Guem.

f geniigt dann einer Lipschitzbedingung der Ordnung o« (in der L?-Norm):
fe Lip(«,v; L2(D)), falls f € L?(D) und

sup 14y flleomy = OG%)  (7=>0+).
Die Fouriertransformation ist erklirt fiir fe L2(T,), 1 < p < o, durch
R =em [ fEetTax (ke
fiir fe LYE,) durch
o =enr [ fetras (ve k),
und fiir f e L?(E,), 1 < p < 2, durch den Normgrenzwert fiir p — o von

o= f@etia (wek,).

2. SATZE vON TITCHMARSH UND BERNSTEIN IN # DIMENSIONEN

Der nachfolgende Satz kann als eine Ubertragung der oben zitierten Ergeb-
nisse auf # Dimensionen angesehen werden.
SATZ 1. Ist fe Lip(a,v; L2(D)) fiir O < a<v,ve Nund 1 <p <2, so folgt

im Falle

(a) D = Tns daﬁ Zkezn lf/\(k)lq < D,
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(6) D=E,da [, |/ @ltdo <,

Jalls nur

V4 <P

—— << .
p—1+Gpmy I5p—1

Beweis. Wir berechnen zuniichst mittels einer Orthogonaltransformation
(vgl. Bochner-Chandrasekharan [2], p. 70) das folgende Integral (0 <8 <v):

[, IH7r=8 (et — 1y
= [, Vhlm=F (et — 1y dh = [ul C(B,v,m), )
mit der Konstanten
C(B,v,n) = f . A7 — 1y dh.

Nun betrachten wir fiir festes € > 0 den Ausdruck

1
R —n—B A.v
C(B,v,n) fm;e |h| B4y f(x) dh.

Offensichtlich existiert das Integral und bildet fiir ¢ — 0+ eine Cauchyfolge;
denn mit Hilfe der Voraussetzung ist fiiralle 0 < S <a <

=o(l)

L2(D)

1B 4,7 fdh]

e ] e

fiir €,,€; — 0+. Auf Grund der Vollstindigkeit des Raumes L?(D) existiert
eing € L?(D) mit

lim f BB A fdh — =0.
ei>0+ C(I8 v, 1) |n|= e [ [ W/ g LP(D)
Seinun D = E,; mit Hilfe von (1) ist dann
IolBf () — & @)lIren
1 ”~
<liminf|ll =——— hlmmBAY fdh — ]
<timint|| g [, A= |
1
< lim inf ||=5—— BB A fdh - =0, 2
< 1512(:+ C(B, v, 1) f]h]?s l I 4 & LP(En) @)
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d.h. |o|Pf () = g () f.ii. Analog zeigt man im Falle D=7, die Relation
|k|Pf (k) = g"(k) fiir alle k € Z,, k # 0. Hieraus folgt mit Hiife der Holder—
Ungleichung fiir Reihen unmittelbar

S SR =100+ 3 kg )

keZn

a/p’ I-g/p’

<O+ (3 19wr) (3 weree)
keZn keZn /
wobei wir unter >’ die Summation iiber alle k € Z, mit Ausnahme von k = {
verstehen. Da wegen der Hausdorff-Young Ungleichung die Summe iiber
g (k) endlich ist, konvergiert die Reihe > | f"(k)|4, falls —Bp'q/(p' —g)<—n
ist, d.h. p/(p — 1 + (Bp/n)) < q. Die Behauptung (a) folgt nun unmittelbar, da
letztere Abschitzung fiir alle B, 0 < B < «, gilt und die obere Schranke g < p’ =
p/{p — 1} durch die Hausdorff-Young Ungleichung gegeben ist. Im Falle (b}
schliefit man ganz analog.

Bemerkung 2. In E; hat Szdsz [10] fiir 2m-periodische Funktionen die
Lipschitzbedingung im Satze von Titchmarsh folgendermaBen abgeschwicht
Istfe s, 1 <p<?2,undg>0, dann folgt aus (y € N)

0 q
2 [V"”” sup I!AT”fHLg,,} <,

v=1 0T <M/ 2V
dall die f zugeordnete Fourierreihe zur g-ten Potenz summierbar ist, d.h.
Zvel: Ef/\(v)lq < @,
Im Falle f e L¥(D), n > 2, modifiziert Peetre [7] die Bedingung

feLip(«,v; LY(D))
im Sinne von Szdsz zu

[ [ﬁ% sup [l4,7 f;;L,(,,)]'dT/T < (,7 ENf=n (i _ %)) 3

lti<r

Unter der Voraussetzung (3) mit der Einschrinkung 0 < 8 <n/2 wird dann
bewiesen, dal} f Fouriertransformierte einer Funktion g € LY D) fiir alle ¢ mi
2/(2 —1+(28/n)) <q < 2ist. Da fe Lip(a,v; LA D)) fiir « > B eine hinreich-
ende Bedingung fiir die Konvergenz von (3) ist, umfalBt das Ergebnis von
Peetre fiir p = 2 unseren Satz 1.

Hieriiber hinaus kann Peetre [7] die Bedingung /'€ L? noch folgendermalien
abschwichen. Sei f lokal absolut integrierbar und gestatte die Darstellung
f=Fs+f1, wobei fo € LAD) und die (distributionentheoretischen) partiellen
Ableitungen der Ordnung 7,7 > 8, von f; zu LA D) gehéren. Dann st {3)
hinreichend fiir die Existenz von ge L"(D), 1 <r<2, mit f=¢". Da im
Beweis jedoch der Satz von Plancherel benutzt wird, scheint der Beweisgang
auf den Hilbertraum L2(D) beschrinkt zu sein. In Satz 1 haben wir hingegen
alle Rdume L2(D), 1 < p <2, und B> 0 beliebig zugelassen.
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Aus Satz 1 ersehen wir, daB in Falle p/(p — 1 + («p/n)) <1 absolute
Konvergenz vorliegt.

FOLGERUNG 3. Ist fe Lip(e,v; LP(D)), mit (n/p) <e<vund 1 <p<2, so
Jolgt im Falle
(@) D=T,da >yez, |f (k)| <,

(b) D =E,, daf fE |f 7 @)] do < oo.

Beachten wir, da3
1 lezcrny < QY3 fllecrs

so ergibt sich aus f'e Lip(e, v; C(T,)) auch f'e Lip(e, v; L%(T,)) und mithin die
Ubertragung des klassischen Resultats von Bernstein auf #» Dimensionen.

FOLGERUNG 4 (BERNSTEIN). Ist f periodisch und f € Lip(n/2 + €,v; C(T,)) fiir
ein € > 0, dann konvergiert die Fourierreihe von f absolut.

Dieses Ergebnis erhilt auch Igari [5] unter Benutzung einer stirkeren Defini-
tion einer Lipschitzbedingung (dort wird die Existenz partieller Ableitungen
vorausgesetzt; vgl. die Definition von H{?(E,), die weiter unten folgt).

An Satz 1 schlieBt sich die Frage an, ob weiterhin mit /€ LYE,) auch
fe LY(E), 1 <q' < «, ist, falls fe Lip(«,v; LYE,)). Die Losung ist fiir den
Hilbertraum L2(E,) bereits in der Aussage von Peetre [7] enthalten (vgl.
Bemerkung 2). Z.B. fiir fe L?(E,), 1 < p < 2, kbnnen wir das Problem ebenfalls
16sen. Ist ndmlich zunéchst « > n/p, so folgt mit Aussage (b) von Folgerung 3,
dalB3 dann f stetig ist und im Unendlichen verschwindet; insbesondere gehort
dann fzu L"(E), l <p<r< .

Aus f e Lip(«,v; LP(E,)), « < n/p, folgt fiir jedes 8,0 < 8 < «, auf Grund des
Beweises zu Satz 1 die Existenz von gg, so daB [o]ff () = gp(v); benutzen
wir nun die Definition des gebrochenen Rieszintegrals [8]

IPg(x) = @I [, lx =11 "g@)ds,

mit der Konstanten

A

so liBt sich mit einer elementaren Methode zeigen (vgl. [4]), daB die Bezichung
(2) der Darstellung von f als gebrochenes Rieszintegral dquivalent ist:
f)=1IF gp(x) f.il. Mit dem Satz von Soboleff iiber gebrochene Integration
folgt dann die Losung. Hieriiber hinaus kann man in der L¢-Norm noch eine
Lipschitzbedingung fiir f ableiten, deren Ordnung von «, p,q’ abhingt. Jedoch
gehen wir hierauf nicht niher ein, da diese Aussagen bereits in einem Ergebnis
von Nikolskii [6] enthalten sind, dessen Inhalt wir kurz angeben wollen.
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Verwendet man den Differentialoperator
D™ =Emj@xyt- .. oox™)  (m=(my,...,m,),my € N),

dann definiert man den Raum H®(E,), a =n+ vy, n €N, 0 <y <1, als die
Menge der Funktionen, fiir die D™ fe L(E,), 0 < >%_ | my<n, und fir die
Dmf, A my=m, zu Lip(y,1;L2(E)), falls 0 <y <1, bzw. fiir y=1 zu
Lip(1,2; LP(E,)) gehoren.

Ein Ergebnis von Nikolskii (vgl. [I], [6]) besagt, daB H{V(E,) stetig in
H$ eingebettet ist, falls 1 <p<gq’ < und B=a— (n/p) + (n/g’) > 0.

Da nach einem Reduktionssatz der Interpclationstheorie (vgl. z.B. [3],
p. 259) fe Lip(a,v; LA(E,)), 0 < « < v, dquivalent zu fe H{(E,) ist, ist mit
dem Satz von Nikolskii das oben angeschnittene Problem vollstindig geldst.
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