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1. EINLEITUNG

Ein klassischer Satz von Bernstein besagt (vgl. Zygmund [13], p. 135), daB
die der 27T-periodischen Funktion f zugeordnete Fourierreihe absolut
konvergiert, falls flir ein 01. > t

Titchmarsh ([11], p. 115) untersucht das Problem, unter welchen Bedingungen
das Fourierintegral F' von f (hinsichtlich Reihen vgl. Szasz [9]) zur q-ten
Potenz absolut integrierbar ist: SeifE LP(-co, co), 1 < p < 2 und

(0 < 01.< 1);

danngehOrtfA zu Lq(-co, co)flirp/(p - 1 + OI.p) < q <p/(p -1).
Wir wollen im folgenden Abschnitt I die Resultate von Bernstein und

Titchmarsh auf n Dimensionen, n>2, iibertragen und geben eine elementare
und kurze Beweismethode an, die sowohl den Fall der Fourierreihen als auch
den der Fourierintegrale umfaBt. Der Beweis beruht im wesentlichen auf der
Idee, daB man aus der Lipschitzbedingung anf auf eine Darstellung flir die
Fouriertransformierte fA schlieBen kann (vgl. [12]).

Zunachst werden nun einige Schreibweisen angegeben. Mit x = (XI>" .,xn),

Y = (YI," ·,Yn), ... bezeichnen wir die Elemente des n-dimensionalen euklidi­
schen Raumes En. Das Skalarprodukt von x,Y E En ist definiert durch x·Y =

L~~IXvYv und lxi, der absolute Betragvonx, durch IxI 2 = x·x. Diegriechischen
Buchstaben OI.,fl, ... seien immer skalare GroBen. N sei die Menge {O, 1,2, ...},
Zn die Menge aller ganzzahligen Gitterpunkte des En und Tn der n-dimensionale
Torus {X; -7T < Xv < 7T, V E N, 1 < V < n}. 1m folgenden sei D entweder En

1 Die Ergebnisse dieser Arbeit waren Bestandteile des Vortrages: "Charakterisierung von
Beziehungen zwischen Fouriertransformierten im En", der vom Autor auf dem 7. Oster­
reichischen MathematikerkongreB am 17. September 1968 in Linz gehalten wurde.
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oder Tn. Dann bezeichnen wir die Menge der auf D zur p-ten Potenz absolut
integrierbaren Funktionen mit

LV(D) = {f; IlfIlLP(D) = (fD If(x)iP dxtv < oo}

[st P = 00, so setzen wir

(0 <p < 00).

L"'(D) = {f; IlfilL"'(D) = ess sup If(x) I< oo};
XED

insbesondere ben6tigen wir noch die Menge C(Tn) der auf Tn stetigen,
periodischen Funktionen, normiert durch l!fIIC(Tn) = SUpxETn If(x)l.

1m folgenden bedeutet p' (bzw. q') stets den zu p (bzw. q) konjugierten
Exponenten: lip + lip' = 1. Die v-te Differenz von I mit Verschiebung h
definieren wir durch

fJhVf(x) = ±(-1)1' (v)f(X + (v - p.)h) (v,p. EN).
I'~O P.

f gentigt dann einer Lipschitzbedingung der Ordnung IX (in der LV-Norm):
fE Lip (IX, v; LV(D)), fallsfE LP(D) und

(T-3>-O+).

Die Fouriertransformation ist erkliirt flirfE LV(Tn), 1 <p < 00, durch

F'(k) = (27Ttn J f(x) e-ik-x dx
Tn

ftirfE LI(E,,) durch

F'(v) = (27Ttn J f(x) e- iv' x dx
En

und flirf E LP(En), 1 < p < 2, durch den Normgrenzwert flir p -3>- 00 von

2. SATZE VON TITCHMARSH UND BERNSTEIN IN n DIMENSIONEN

Der nachfolgende Satz kann als eine Ubertragung cler oben zitierten Ergeb­
nisse auf n Dimensionen angesehen werden.

SATZ 1. [st fE Lip (IX, v; LP(D)) fiir 0 < IX < v, V E N undl < p < 2, so folgt
im Falle
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(b) D=EmdajJ IEn /F'(v)lqdv< 00,

falls nur

p <q,,;~
p-1+(lXpjn) ""'p-1·

Beweis. Wir berechnen zunachst mittels einer Orthogonaltransformation
(vgl. Bochner-Chandrasekharan [2], p. 70) das folgende Integral (0 < (3 < v):

I Ih/-n-J3(eiU'h - 1)" dh
En

= IEn Ihl-n-J3(eilulhl - 1)" dh = lul J3 C({3, v,n),

mit der Konstanten

C({3, v, n) = I Ihl-n-J3(eihl - 1)" dh.
En

Nun betrachten wir fUr festes E > 0 den Ausdruck

(1)

Offensichtlich existiert das Integral und bildet fUr E -+ 0+ eine Cauchyfolge;
denn mit Hilfe der Voraussetzung ist fUr alle 0 < (3 < IX < V

II 1 J Ihl-n
- J3 iJh

vfdhll = 0(1)
C({3, v, n) '1'" Ihl"'€2 LP(D)

fUr E j, E 2 -+ 0+. Auf Grund der Vollstandigkeit des Raumes LP(D) existiert
eing E LP(D) mit

lim II 1 J /hl-n- J3 iJh
vfdh - gil = O.

..-->0+ C({3, v, n) Ihl"'. LP(D)

Sei nun D = En; mit Hilfe von (1) ist dann

IIIvl J3fA(V) - gA(v)IILP'(En)

II[ 1 J JA[I.;;; lim inf Ihl-n- J3 iJhvfdh - g
........0+ C({3, v,n) Ihl"" LP'(En)

II 1 J II.;;; lim inf /hl-n- J3 iJ lI
v f dh _. g = 0,

e.....O+ C({3, v,n) Ihl"'. LP(En)
(2)
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d.h. Ivl fJF'(v) = f(v) Hi. Analog zeigt man im FaIle D = Til die Relation
Ikl/3F'(k) = g"'(k) fUr aIle k E Z", k i= O. Hieraus falgt mit Hilfe der HOlder­
Ungleichung fUr Reihen unmittelbar

L IF'(k)lq = 11"(O)lq + 2:' Ilkl-/lg"'(kW
kEZn kEZn

< IF'(O)lq + (2:' If(kW·)q/P' (2:' Ik l- f3P'q/(P'-ql) I-fl/P',
kEZn kEZn /

wobei wir unter 2:' die Summation tiber aIle k E Zn mit Ausnahme von k = 0
verstehen. Da wegen der Hausdorff-Young Ungleichung die Summe tiber
gA(k) endlich ist, konvergiert die Reihe 2: IF'(k)/fl, falls -f3p'q/(p' - q) < - n
ist, d.h. p/(p - 1 + (f3p/n)) < q. Die Behauptung (a) folgt nun unmittelbar, da
letztere Abschatzung fUr aIle f3, 0 < f3 < IX, gilt und die obere Schranke q < p' =

p/(p - 1) durch die Hausdorff-Young Ungleichung gegeben ist. 1m Fane (b)
schlieBt man ganz analog.

Bemerkung 2. In EI hat Szasz [10] flir 21T-periodische Funktionen die
Lipschitzbedingung im Satze von Titchmarsh folgendermaBen abgeschwacht:
IstfE q", 1 <p < 2, und q > 0, dann [olgt aus (1) EN)

~ [v-iIP' sup IILlr'l flld1T]'l < 00,
v=l O~T'!i.;TlI2v

daB die f zugeordnete Fourierreihe zur q-ten Potenz summierbar 1st, d.h.
2:vEZl IfA(v)lfl < 00.

1m FaIlef E l2(D), n ~ 2, modifizlert Peetre [7] die Bedingung

fE Lip (IX, v; l2(D))
im Sinne von Szasz zu

I: [T-/l l~fR IILl/lfIIL2(DJT dTjT < 00 (1) EN, f3 = nG-D) 0 (3)

Unter der Voraussetzung (3) mit der Einschrankung 0 < f3 < n/2 wird clann
bewiesen, daBfFouriertransformierte einerFunktion g E lq(D) fUr aIle q mit
2/(2 -1 + (2f3/n)) <q < 2 ist. DafE Lip(lX,v; l2(D) fUr IX> f3elne hinreich­
ende Bedingung fUr die Konvergenz von (3) ist, umfa13t das Ergebnis von
Peetre flir p = 2 unseren Satz 10

Hiertiber hinaus kann Peetre [7] die BedingungfE L2 noch folgendermaBen
abschwachen. Sei f lokal absolut integrierbar und gestatte die Darstellung
f = fo +f" wobei.fO E l2(D) und die (distributionentheoretischen) pattiellen
Ableitungen der Ordnung 1),7] > (3, von fl zu l2(D) gehOren. Dann ist (3)
hinreichend fUr die Existenz von g E U(D), I < r <2, mit f = gAo Da im
Beweis jedoch der Satz von Plancherel benutzt wird, scheint der.Beweisgang
auf den Hilbertraum l2(D) beschrankt zu sein. In Satz 1 haben wir hingegen
alle Raume lP(D), 1 <p < 2, und (3 > 0 beliebig zugelassen.
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Aus Satz 1 ersehen wir, daB in FaIle pl(p - 1 + (apln)) < 1 absolute
Konvergenz vorliegt.

FOLGERUNG 3. IstfELip(a,v; LP(D)), mit (nip) <a<v und I <-p<-2, so
folgt im Faile

(a) D = Tn, dajJ Lk,"Zn IF'(k) I< 00,

(b) D = Em dajJ J IF'(v)j dv < 00.
En

Beachten wir, daB
IlfIIL2(Tn) <- (27T)n/21Ifllc(Tn),

so ergibt sich ausfE Lip (a, v; C(Tn)) auchfE Lip(a, v; L2(Tn)) und mithin die
Ubertragung des klassischen Resultats von Bernstein auf n Dimensionen.

FOLGERUNG 4 (BERNSTEIN). 1stfperiodisch undf E Lip (n12 + €, v; C(Tn)) fur
ein € > 0, dann konvergiert die Fourierreihe von f absolut.

Dieses Ergebnis erhalt auch Igari [5] unter Benutzung einer sHirkeren Defini­
tion einer Lipschitzbedingung (dort wird die Existenz partieller Ableitungen
vorausgesetzt; vgl. die Definition von H~rx\En), die weiter unten folgt).

An Satz I schlieBt sich die Frage an, ob weiterhin mit F' E Lq(En) auch
fE Lq'(En), 1 <-q' <- 00, ist, fallsfE Lip (a, v; Lq(En)). Die Lasung ist fUr den
Hilbertraum L2(En) bereits in der Aussage von Peetre [7] enthalten (vgl.
Bemerkung 2). Z.B. fUrf E LP(En), I < p <- 2, kannen wir das Problem ebenfalls
16sen. 1st namlich zunachst a> nip, so folgt mit Aussage (b) von Folgerung 3,
daB dann f stetig ist und im Unendlichen verschwindet; insbesondere gehOrt
dannfzu Lr(En), I <-p <- r <- 00.

AusfE Lip (a, v; LP(En)), a <- nip, folgt fUr jedes {3,O < (3 < a, auf Grund des
Beweises zu Satz I die Existenz von gfJ' so daB IvlfJf"'(v) =g{j(v); benutzen
wir nun die Definition des gebrochenen Rieszintegrals [8]

IfJ g(x) = [Hn({3W 1 J Ix - tl fJ- n g(t)dt,
En

mit der Konstanten

so laBt sich mit einer elementaren Methode zeigen (vgl. [4]), daB die Beziehung
(2) der Darstellung von f als gebrochenes Rieszintegral aquivalent ist:
f(x) = IfJ gfJ(x) f.ii. Mit dem Satz von Soboleff iiber gebrochene Integration
folgt dann die Lasung. Hieriiber hinaus kann man in der Lq'-Norm noch eine
Lipschitzbedingung fUrfableiten, deren Ordnung von rx,p,q' abhangt. Jedoch
gehen wir hieraufnicht naher ein, da diese Aussagen bereits in einem Ergebnis
von Nikolski! [6] enthalten sind, dessen Inhalt wir kurz angeben wollen.
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Verwendet man den Differentialoperator

Dm= aEm),/(axT" ... ' ax::,") (m = (m" . .. , mn), mA EN),

dann definiert man den Raum H~r;.l(En), IX = Y) + y, Y) EN, 0 < y < 1, als die
Menge der Funktionen, fUr die Dm IE LP(En), 0 < 21.~1mA< Y), und fUr die
Dmf, 21.=1 mA = y), zu Lip(y, 1; LP(En)), falls 0 < y < 1, bzw. fUr y = 1 zu
Lip(I,2; lP(En)) gehOren.

Ein Ergebnis von Nikolskii (vgl. [1], [6]) besagt, daB H~r;.)(En) stetig in
H<Jl eingebettet ist, falls I <p < q' < 00 und f3 == IX - (nip) + (nlq') > O.

Da nach einem Reduktionssatz der Interpolationstheorie (vgl. z.B. [3],
p. 259) IE Lip(O!, v; LP(En)), 0 < O! < v, aquivalent zu IE H~r;.)(En) ist, ist mit
dem Satz von Nikolskii das oben angeschnittene Problem vollstandig gelost.
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